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Συντομεύσεις – Ακρωνύμια
		


	Βλ.
	Βλέπε




	ημω
	Ημίτονο της γωνίας ω




	συνω
	Συνιμήτονο γωνίας ω




	εφω
	Εφαπτομένη γωνίας ω




	σφω
	Συνεφαπτομένη γωνίας ω






	sin(ω)
	Sine of the angle ω





	cos(ω)
	Cosine of the angle ω




	tan(ω)
	Tangent of the angle ω




	cot(ω)
	Cotangent  of the angle ω








Σύνοψη

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται οι βασικές έννοιες Γεωμετρίας και Τριγωνομετρίας. Περιγράφονται τα ευθύγραμμα τμήματα, οι ευθείες οι γωνίες και τα διάφορα είδη γωνιών. Επιπλέον, το κεφάλαιο περιλαμβάνει ξεχωριστή ενότητες για την περιγραφή της συμμετρίας στα γεωμετρικά σχήματα και τον υπολογισμό των τριγωνομετρικών αριθμών.



Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται, χρειάζονται βασικές γνώσεις Άλγεβρας και γεωμετρίας επίπεδων σχημάτων.




4.1 Ευθύγραμμα τμήματα



Οι γεωμετρικές έννοιες σημείο, ευθεία και επίπεδο θεωρούνται αόριστες και ο ορισμός τους με ακρίβεια δεν είναι εφικτός. Μαθαίνουμε να χειριζόμαστε αυτές τις έννοιες με βάση αξιώματα που περιγράφουν χαρακτηριστικά τους τα οποία και αποδεχόμαστε χωρίς απόδειξη.

Το ίχνος που αφήνει η μύτη του μολυβιού στο χαρτί μας δίνει την έννοια του σημείου. Το σημείο το παριστάνουμε με μια τελεία και το ονομάζουμε με ένα κεφαλαίο γράμμα (βλ. Εικόνα 4.1).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.1 Αναπαράσταση σημείου.

 

Μια τεντωμένη κλωστή με άκρα Α και Β δίνει την έννοια του ευθύγραμμου τμήματος (βλ. Εικόνα 4.2) που συμβολίζουμε ως ΑΒ. Το ΑΒ αποτελείται από τα Α και Β καθώς και όλα τα σημεία που βρίσκονται μεταξύ τους. Τα σημεία Α και Β  λέγονται άκρα του ευθύγραμμου τμήματος. Τα σημεία του ευθύγραμμου τμήματος εκτός των άκρων αποτελούν το εσωτερικό του ευθύγραμμου τμήματος. Δύο ευθύγραμμα τμήματα λέγονται διαδοχικά όταν έχουν  ένα κοινό άκρο.
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Εικόνα 4.2 Ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.

 

Ευθεία είναι ένα σχήμα που προκύπτει αν προεκτείνουμε απεριόριστα το ευθύγραμμο τμήμα και προς τα δύο άκρα (βλ. Εικόνα 4.3) και έτσι θεωρούμε ότι δεν έχει αρχή ούτε τέλος. Συμβολίζουμε μια ευθεία με ένα μικρό γράμμα από τα αρχικά του αλφαβήτου, π.χ. "ε", ή με δύο μικρά γράμματα από τα τελευταία του αλφαβήτου π.χ. x'x, y'y (Bond, D. 1921).
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Εικόνα 4.3 Η ευθεία ε.

 

Μία πρωταρχική απαίτηση, η οποία καθορίζει τη θέση και την ύπαρξη ενός επιπέδου στο γεωμετρικό χώρο, είναι το εξής αξίωμα:


	Τρία σημεία που δεν είναι συνευθειακά ορίζουν ένα μοναδικό επίπεδο. Αν  Α, Β και Γ είναι τρία μη συνευθειακά σημεία, τότε αυτά ορίζουν μοναδικό επίπεδο (βλ. Εικόνα 4.4) και θα το συμβολίζουμε με (Α, Β, Γ).




Οι ιδιότητες του επιπέδου είναι:


	Ένα επίπεδο επεκτείνεται απεριόριστα.

	Από τρία μη συνευθειακά σημεία διέρχεται ένα μοναδικό επίπεδο, ενώ από ένα ή δύο σημεία διέρχονται άπειρα επίπεδα.

	Κάθε επίπεδο χωρίζει το χώρο σε δύο μέρη, ώστε, αν θέλουμε να περάσουμε από το ένα μέρος του χώρου στο άλλο, πρέπει να διαπεράσουμε το επίπεδο.
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Εικόνα 4.4 Αναπαράσταση επιπέδου.

 

Η ονομασία του επιπέδου δίνεται με ένα κεφαλαίο γράμμα του αλφάβητου π.χ. Π, Ρ, Σ κ.λπ. Κάθε ευθεία ενός επιπέδου το χωρίζει σε δύο ημιεπίπεδα.

Για τις έννοιες σημείο, ευθεία και επίπεδο ισχύουν τα παρακάτω αξιώματα: 


	Αξίωμα 1:Δύο διαφορετικά σημεία Α, Β ορίζουν μια ακριβώς ευθεία που συμβολίζουμε με ΑΒ (βλ. Εικόνα 4.5).

	Αξίωμα 2:Κάθε ευθεία έχει άπειρα σημεία. Για κάθε ευθεία υπάρχουν άπειρα σημεία του επιπέδου που δεν ανήκουν σε αυτή.

	Αξίωμα 3:Κάθε ευθεία χωρίζει το επίπεδο σε δύο μέρη που λέγονται ημιεπίπεδα, που δεν έχουν κοινά σημεία με την ευθεία. Μια ευθεία που έχει δύο σημεία Α και Β σε διαφορετικά ημιεπίπεδα της ευθείας ε τέμνει την ευθεία ε.

	Αξίωμα 4:Αν τα σημεία Α και Β βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο της ευθείας ε, τότε και όλα τα σημεία του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ περιέχονται στο ίδιο ημιεπίπεδο. Αν τα σημεία Α και Β βρίσκονται σε διαφορετικά ημιεπίπεδα της ευθείας ε, τότε το σημείο τομής Ε της ευθείας ε και της ευθείας ΑΒ βρίσκεται μεταξύ των Α και Β (βλ. Εικόνα 4.6).
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Εικόνα 4.5 Ευθεία ΑΒ.

 


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.6 Ευθεία ε και ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ με σημείο τομής Ε.

 


Ημιευθεία είναι το σχήμα που προκύπτει αν προεκτείνουμε απεριόριστα ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ μόνο από το ένα άκρο (βλ. Εικόνα 4.7). Η ημιευθεία έχει αρχή αλλά δεν έχει τέλος. Μια ημιευθεία συμβολίζεται με ένα κεφαλαίο γράμμα που δηλώνει την αρχή της και ένα μικρό γράμμα δηλαδή Αx.
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Εικόνα 4.7 Η ημιευθεία Αx.

 

4.1.1 Παράλληλες και τεμνόμενες ευθείες

Οι σχετικές θέσεις δύο ευθειών ε1 και ε2 οι οποίες βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο είναι οι παρακάτω:






	Ταυτίζονται: όταν όλα τα σημεία της ε1 συμπίπτουν με όλα τα σημεία της ε2.

	Είναι παράλληλες: όταν δεν τέμνονται, δεν έχουν δηλαδή κανένα κοινό σημείο. Δύο παράλληλες ευθείες συμβολίζονται ε1//ε2 (βλ Εικόνα 4.8).

	Τέμνονται: όταν μεταξύ των ευθειών υπάρχει ένα κοινό σημείο (βλ. Εικόνα 4.9).
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Εικόνα 4.8 Παράλληλες ευθείες ε1//ε2.
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Εικόνα 4.9 Οι ευθείες ε1 και ε2 τέμνονται.




Θα εξετάσουμε τώρα αν από σημείο εκτός ευθείας μπορούμε να φέρουμε παράλληλες ευθείες προς αυτή και πόσες. Έστω λοιπόν, ευθεία  ε και σημείο Α εκτός αυτής (βλ. Εικόνα 4.10). Φέρουμε την ΑΒ⊥ε  και ονομάζουμε ε' την ευθεία που είναι κάθετη στην ΑΒ στο σημείο Α. Τότε  ε'//ε (αφού και οι δύο είναι κάθετες στην ΑΒ).

Έτσι λοιπόν υπάρχει ευθεία ε' που διέρχεται από ένα σημείο Α που δεν ανήκει στην ε και είναι παράλληλη προς την ευθεία ε. Δεχόμαστε ως αξίωμα ότι η ευθεία αυτή είναι μοναδική, δηλαδή:



Αίτημα παραλληλίας (Ευκλείδειο αίτημα): Από σημείο εκτός ευθείας άγεται μια μόνο παράλληλη ευθεία προς αυτή.
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Εικόνα 4.10 Αίτημα παραλληλίας.




Οι ιδιότητες των παράλληλων ευθειών είναι:


	Αν δυο διαφορετικές ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες προς μια τρίτη ευθεία ε, τότε είναι και μεταξύ τους παράλληλες. Δηλαδή αν ε1//ε και ε2//ε τότε ε1//ε2 (βλ. Εικόνα 4.11).

	Αν δύο ευθείες  και ε2 είναι παράλληλες και μια τρίτη ευθεία ε τέμνει τη μια από αυτές, τότε η ε θα τέμνει και την άλλη (βλ. Εικόνα 4.12).

	Αν μια ευθεία είναι κάθετη σε μια από δύο παράλληλες ευθείες, τότε είναι κάθετη και στην άλλη (βλ. Εικόνα 4.13).
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Εικόνα 4.11 Παράλληλες ευθείες ε||ε1||ε2.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.12 Παράλληλες ευθείες ε1||ε2  που τέμνονται από την ευθεία ε.
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Εικόνα 4.13 Παράλληλες ευθείες ε1||ε2  και κάθετη προς αυτές ευθεία ε.







4.2  Γωνίες 


Δύο ημιευθείες  ΟΧ, ΟΥ με κοινό άκρο Ο, χωρίζουν το επίπεδο σε δύο μέρη και ορίζουν μια κυρτή γωνία, ή απλά γωνία, και μια μη κυρτή γωνία (βλ. Εικόνα 4.14). Κυρτή γωνία ή γωνία λέγεται το σχήμα που συμβολίζουμε με  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  και αποτελείται από τις δύο ημιευθείες  ΟΧ και ΟΥ μαζί με το ένα από τα δύο μέρη του επιπέδου που καλείται εσωτερικό της γωνίας. Το σημείο Ο  λέγεται  κορυφή της γωνίας. Οι ημιευθείες ΟΧ, ΟΥ  λέγονται πλευρές της γωνίας. Μη κυρτή γωνία ονομάζεται το σχήμα που ορίζεται πάλι από τις ημιευθείες  ΟΧ  και  ΟΥ  και συνίσταται από το υπόλοιπο μέρος του επιπέδου εκτός του εσωτερικού της γωνίας  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  και των ημιευθειών που ορίζουν (Chern, S. 1990). 
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Εικόνα 4.14 Κυρτή γωνία    [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]
 


Διχοτόμος μιας γωνίας ονομάζεται η ημιευθεία που έχει αρχή την κορυφή της γωνίας, βρίσκεται στο εσωτερικό της και τη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες (βλ. Εικόνα 4.15).
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Εικόνα 4.15 Διχοτόμος της γωνίας  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] 




4.3 Μέτρηση, σύγκριση και ισότητα γωνιών
	
Η μέτρηση των γωνιών γίνεται με το μοιρογνωμόνιο (βλ. Εικόνα 4.16). Ο αριθμός που προκύπτει από την μέτρηση, ονομάζεται μέτρο της γωνίας. Μονάδα μέτρησης των γωνιών είναι η γωνία μιας μοίρας, δηλαδή η μία από τις 90 ίσες γωνίες στις οποίες χωρίζεται η ορθή γωνία: 1 ορθή = 90 μοίρες και 1 μοίρα = 1/90 της ορθής. Ισχύει ακόμη 1ο = 60' (πρώτα λεπτά) και 1' = 60'' (δεύτερα λεπτά) (Coxeter, H. 1961). 
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Εικόνα 4.16 Μέτρηση της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



Ακόμη για τις γωνίες ισχύουν τα ακόλουθα:


	Κάθε γωνία έχει μοναδικό μέτρο που εξαρτάται μόνο από το "άνοιγμα" των πλευρών της και συμβολίζεται με |ΧΟΥ|.

	Αν δύο γωνίες έχουν το ίδιο μέτρο είναι ίσες.

	Στο εξής με  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ή [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]θα συμβολίζουμε τη γωνία και το μέτρο της.







4.4 Είδη γωνιών


	Στην περίπτωση που οι ΟΧ και  ΟΥ ταυτίζονται τότε η κυρτή γωνία λέγεται μηδενική ενώ η μη κυρτή πλήρης γωνία (βλ. Eικόνα 4.17). Το μέτρο της μηδενικής γωνίας είναι ίσο με 0o και της πλήρους γωνίας ίσο με 360o  (Carno, M. 1976).
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Εικόνα 4.17 Μηδενική γωνία.




	Αν οι ημιευθείες  Οx, Οy είναι διαδοχικές με κοινό σημείο το Ο τότε καθένα από τα δύο ημιεπίπεδα που ορίζει η ευθεία xy λέγεται ευθεία γωνία (βλ. Εικόνα 4.18). Η ευθεία γωνία έχει μέτρο 180o.
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Εικόνα 4.18 Ευθεία γωνία.




	Θεωρούμε μια ευθεία γωνία και τη διχοτόμο της. Καθεμία από τις ίσες γωνίες που προκύπτουν ονομάζεται ορθή γωνία και έχει μέτρο 90o (βλ. Εικόνα 4.19). Οι πλευρές μιας ορθής γωνίας είναι κάθετες ημιευθείες. Αν οι  ε1, ε2 είναι κάθετες γράφουμε: ε1⊥ε2.
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Εικόνα 4.19 Ορθή γωνία.




	Οξεία γωνία καλείται κάθε γωνία με μέτρο μικρότερο των 90o και μεγαλύτερο των 0o (βλ. Εικόνα 4.20).
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Εικόνα 4.20 Οξεία γωνία.



	Αμβλεία γωνία ονομάζεται κάθε γωνία με μέτρο μεγαλύτερο των 90o και μικρότερο των 180o (βλ. Εικόνα 4.21).
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Εικόνα 4.21 Αμβλεία γωνία.





4.5 Εφεξής και διαδοχικές γωνίες



	Δυο γωνίες ονομάζονται εφεξής όταν έχουν κοινή κορυφή, μια κοινή πλευρά και κανένα άλλο κοινό σημείο (βλ. Εικόνα 4.22).



 [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.22 Εφεξής γωνίες οι  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



	Διαδοχικές γωνίες ονομάζονται περισσότερες από δύο γωνίες που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και καθεμιά από αυτές είναι εφεξής γωνία με την προηγούμενη ή την επόμενή της (βλ. Εικόνα 4.23).
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Εικόνα 4.23 Διαδοχικές γωνίες.






4.6 Άθροισμα γωνιών

Σε αρκετές περιπτώσεις χρειάζεται να προσθέσουμε δύο γωνίες, δηλαδή να βρούμε μια τρίτη γωνία που να ισούται με το άθροισμά τους (Dergiades, N. 2007). 

 Για κάθε σημείο Ρ στο εσωτερικό της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] (κυρτής ή μη κυρτής) τα μέτρα των γωνιών  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.], [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ικανοποιούν τη σχέση (βλ. Εικόνα 4.24) |XOY|=|XOΡ|+|ΡΟΥ|. Σε κάθε τέτοια περίπτωση λέμε ότι η γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]αντιστοιχεί στο άθροισμα των γωνιών [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]







4.7 Παραπληρωματικές και συμπληρωματικές γωνίες


	Παραπληρωματικές γωνίες είναι ο γωνίες που έχουν άθροισμα  180p. Κάθε μία λέγεται παραπλήρωμα της άλλης (βλ. Εικόνα 4.25).
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Εικόνα 4.25 Παραπληρωματικές γωνίες.



	Συμπληρωματικές γωνίες είναι οι γωνίες που έχουν άθροισμα  90o. Κάθε μια λέγεται συμπλήρωμα της άλλης (βλ. Εικόνα 4.26). 
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Εικόνα 4.26 Συμπληρωματικές γωνίες.




	Κατακορυφήν γωνίες είναι οι γωνίες που έχουν κοινή κορυφή και οι πλευρές της μιας είναι προεκτάσεις των πλευρών της άλλης (βλ. Εικόνα 4.27).
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Εικόνα 4.27 Κατακορυφήν γωνίες.







4.8 Συμμετρία

Συμμετρία ονομάζεται η ιδιότητα μερικών γεωμετρικών σχημάτων στα οποία σε κάθε σημείο τους υπάρχει αντίστοιχο σημείο που ανήκει στο σχήμα και το μέσο αυτού του ευθύγραμμου τμήματος να ανήκει σε ένα στοιχειώδες γεωμετρικό σχήμα. δηλαδή ένα σημείο, μια ευθεία, ή ένα επίπεδο. Η συμμετρία διακρίνεται σε αξονική και σε σημειακή συμμετρία. Η πρώτη καθορίζεται πλήρως από μια ευθεία και η δεύτερη από ένα σημείο (Hahn, L. 1994).



4.8.1 Συμμετρία ως προς άξονα

Η συμμετρία ως προς άξονα αφορά συμμετρικά σημεία ως προς μια ευθεία, συμμετρικά σχήματα ως προς ευθεία και τον άξονα συμμετρίας του σχήματος.


			Συμμετρικό σημείου Κ ως προς ευθεία ε:



		
			Όταν το Κ δεν βρίσκεται πάνω στην ε. Ονομάζουμε συμμετρικό του Κ ως προς την ευθεία ε το σημείο Κ' 
	με το οποίο συμπίπτει το Κ όταν διπλώσουμε το σχήμα κατά μήκος της ευθείας ε. Στην Εικόνα 4.28 με την βοήθεια του γνώμονα φέραμε το τμήμα ΚΜ⊥ε  το οποίο 		    
	προεκτείνουμε κατά  ΜΚ'= ΜΚ.
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	Εικόνα 4.28 Συμμετρικό σημείου Κ ως προς ευθεία.




		Όταν το Κ βρίσκεται πάνω στην ε, το συμμετρικό του είναι ο εαυτός του.




	Συμμετρικά σχήματα ως προς ευθεία ε:



	
		Δύο σχήματα  Σ1 και  Σ2  είναι συμμετρικά ως προς ευθεία ε όταν το κάθε ένα αποτελείται από τα συμμετρικά σημεία του άλλου ως προς την ευθεία ε.


		Τα συμμετρικά σχήματα ως προς ευθεία είναι ίσα.





Εφαρμογές:

	Συμμετρικό ευθείας ε είναι η ευθεία ε' την οποία ορίζουν τα συμμετρικά σημεία δύο σημείων της ε (βλ. Εικόνα 4.29).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.29 Συμμετρικό ευθείας ε είναι η ευθεία ε'.




	Συμμετρικό ευθυγράμμου τμήματος ως προς μια ευθεία  ε είναι το ευθύγραμμο τμήμα που έχει άκρα τα συμμετρικά σημεία των άκρων του (βλ. Εικόνα 4.30). 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.30 Συμμετρικό ευθυγράμμου τμήματος ως προς μια ευθεία ε.




	Συμμετρικό ημιευθείας Οx  ως προς ευθεία  ε είναι η ημιευθεία που έχει αρχή το συμμετρικό του σημείου Ο και διέρχεται από το συμμετρικό  Κ' ενός σημείου Κ της  Οx (βλ. Εικόνα 4.31).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.31 Συμμετρικό ημιευθείας Οx  ως προς ευθεία ε.




	Συμμετρικό γωνίας   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ως προς ευθεία  ε είναι η γωνία που έχει πλευρές τα συμμετρικά των πλευρών Οχ και Οy (βλ. Εικόνα 4.32).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.32 Συμμετρικό γωνίας[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] ως προς ευθεία ε.




	Συμμετρικό κύκλου ως προς ευθεία είναι ο κύκλος που έχει κέντρο το συμμετρικό του Ο και ακτίνα  ρ (βλ. Εικόνα 4.33).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.33 Συμμετρικό κύκλου ως προς ευθεία.




	Άξονας συμμετρίας σχήματος: Μια ευθεία  ε λέμε ότι είναι άξονας συμμετρίας ενός σχήματος, όταν χωρίζει το σχήμα σε δύο μέρη τα οποία συμπίπτουν, όταν διπλώσουμε το σχήμα κατά μήκος της  ε (βλ. Εικόνα 4.34). Αν ένα σχήμα έχει άξονα συμμετρίας, τότε το συμμετρικό του σχήματος ως προς τον άξονα είναι ο εαυτός του.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.34 Άξονας συμμετρίας τριγώνου.



4.8.2 Μεσοκάθετος ευθύγραμμου τμήματος


Μεσοκάθετος ευθύγραμμου τμήματος λέγεται η ευθεία που είναι κάθετη προς αυτό και διέρχεται από το μέσον του (βλ. Εικόνα 4.35). Η μεσοκάθετος έχει τις παρακάτω ιδιότητες:


	Κάθε σημείο της μεσοκαθέτου ενός ευθύγραμμου τμήματος έχει ίσες αποστάσεις (ισαπέχει) από τα άκρα του.

	Κάθε σημείο που ισαπέχει από τα άκρα ενός ευθύγραμμου τμήματος βρίσκεται πάνω στη μεσοκάθετό του.

	H μεσοκάθετος ενός ευθύγραμμου τμήματος είναι άξονας συμμετρίας του.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.35 Η μεσοκάθετος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.




Αναφορικά με τη γεωμετρική κατασκευή της μεσοκαθέτου σχεδιάζεται μόνο με κανόνα (δηλαδή έναν αβαθμολόγητο χάρακα) και διαβήτη.

Για την κατασκευή της μεσοκαθέτου ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ (βλ. Εικόνα 4.36) ακολουθούμε τα παρακάτω βήματα:




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.36 Ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ.





	Βήμα 1ο:Με κέντρο το σημείο Α και ακτίνα μεγαλύτερη από το μισό του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, σχεδιάζουμε ένα κύκλο (βλ. Εικόνα 4.37).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.37 Κύκλος με κέντρο το σημείο Α.



	Βήμα 2ο:Με κέντρο το σημείο Β και ακτίνα μεγαλύτερη από το μισό του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, σχεδιάζουμε ένα δεύτερο κύκλο (βλ. Εικόνα 4.38).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.38 Κύκλος με κέντρο το σημείο Β.



	Βήμα 3ο:Βρίσκουμε τα σημεία τομής των δύο κύκλων και τα ονομάζουμε Γ και Δ (βλ. Εικόνα 4.39).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.39 Τα σημεία τομής των δύο κύκλων.




	Βήμα 4ο:Η ευθεία που διέρχεται από αυτά τα σημεία είναι η μεσοκάθετος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.40 Η μεσοκάθετος του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.




Παράδειγμα:

Αν τα σπίτια  Α, Β, Γ τριών μαθητών ισαπέχουν από το σχολείο τους να βρείτε την θέση του σχολείου τους.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.41 Εντοπισμός θέσης σχολείου από τα σπίτια τριών μαθητών.



Λύση:

Έστω Α, Β και Γ τα σπίτια των τριών μαθητών στην Εικόνα 4.41. Αφού το σχολείο απέχει εξίσου από τα σπίτια  Α και  Β θα βρίσκεται στην μεσοκάθετο του ΑΒ και για τον ίδιο λόγο στην μεσοκάθετο του ΑΓ επομένως η θέση του σχολείου είναι το σημείο τομής των μεσοκαθέτων των τμημάτων ΑΒ και ΑΓ. Δεν έχουμε λοιπόν παρά να κατασκευάσουμε τις μεσοκάθετες των ΑΒ, ΑΓ. 


4.8.3 Συμμετρία ως προς σημείο


	Συμμετρικό σημείου ως προς κέντρο συμμετρίας: Ονοµάζουµε συµµετρικό του x  ως προς κέντρο Ο το σηµείο x' µε το οποίο συµπίπτει το x περιστρεφόµενο περί το ρ κατά γωνία  180o. Τα σηµεία  x  και x'  λέγονται συµµετρικά ως προς κέντρο το ρ. Είναι φανερό ότι το συµµετρικό του ρ ως προς κέντρο το ρ είναι ο εαυτός του (βλ. Εικόνα 4.42).





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.42 Συμμετρικό σημείου x ως προς κένρο συμμετρίας





	Συμμετρία και μέσο: Δύο σημεία x και x' είναι συμμετρικά ως προς το ρ όταν το ρ είναι το μέσο του τμήματος xx' (βλ. Εικόνα 4.42).


	Συμμετρικά σχήματα ως προς κέντρο ένα σημείο: Δύο σχήματα Σ1 και Σ2 είναι συμμετρικά ως προς κέντρο Ο όταν το κάθε ένα αποτελείται από τα συμμετρικά σημεία του άλλου ως προς το  Ο. Τα συμμετρικά ως προς σημείο σχήματα είναι ίσα.





Εφαρμογές:


	Συμμετρικό ευθείας ε είναι η ευθεία ε'||ε η οποία διέρχεται από τα συμμετρικά σημεία δύο σημείων της ευθείας ε (βλ. Εικόνα 4.43).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.43 Συμμετρικό ευθείας ε είναι η ευθεία ε'.



	Συμμετρικό ημίευθείας Κx είναι η ημιευθεία που έχει αρχή το συμμετρικό Κ' του Κ και διέρχεται από το συμμετρικό Λ' ενός σημείου Β της Κx (βλ. Εικόνα 4.44).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.44 Συμμετρικό της ημιευθείας  Κx' ως προς ένα σημείο.



	Συμμετρικό ευθύγραμμου τμήματος ΚΛ είναι το ευθύγραμμο τμήμα Κ'Λ' που έχει συμμετρικά Κ' και Λ' των άκρων Κ και Λ του τμήματος ΚΛ. Ισχύει ότι ΚΛ||Κ'Λ' και ΚΛ = Κ'Λ' (βλ. Εικόνα 4.45).




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.45 Συμμετρικό ευθύγραμμου τμήματος ΚΛ .



	Συμμετρικό της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]είναι η γωνία που έχει πλευρές τα συμμετρικά των πλευρών Κx  και  KY  (βλ. Εικόνα 4.46). 






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.46 Συμμετρικό της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] 




	Συμμετρικό κύκλου (Κ, ρ) είναι ο κύκλος που έχει συμμετρικό Κ' του Κ  και ακτίνα ρ (βλ. Εικόνα 4.47).






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.47 Συμμετρικό κύκλου (Κ, ρ) .





4.8.4 Κέντρο συμμετρίας

Κέντρο συμμετρίας σχήματος καλείται κάθε σημείο Ο  γύρω από το οποίο αν περιστραφεί το σχήμα κατά 180o θα συμπίπτει με το αρχικό (Roger, J. 1916).  Όταν ένα σχήμα έχει κέντρο συμμετρίας το συμμετρικό του ως προς το κέντρο αυτό είναι το ίδιο το σχήμα.

Για παράδειγμα, στο  κέντρο της Εικόνας 4.48  υπάρχει ένα σημείο Ο ώστε αν στρέψουμε το σχήμα κατά 180o  γύρω από αυτό θα πάρουμε ένα σχήμα που θα συμπέσει με το αρχικό. Το σημείο  Ο λέγεται κέντρο συμμετρίας του σχήματος και λέμε ότι το σχήμα έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο Ο.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.48 Κέντρο συμμετρίας σχήματος.




4.8.5 Παράλληλες ευθείες που τέμνονται από μια άλλη ευθεία

Οι γωνίες που βρίσκονται ανάμεσα στις παράλληλες ευθείες ε1 και ε2 της Εικόνας 4.49 ονομάζονται "εντός" και όλες οι άλλες "εκτός" των ευθειών.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.49 Γωνίες εντός και εκτός των παράλληλων ευθειών.




Πιο συγκεκριμένα, οι γωνίες:

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]
Παράδειγμα:


Στο σχήμα της Εικόνας 4.50 είναι ε1//ε2. Να υπολογίσετε όλες τις γωνίες, που είναι σημειωμένες, αν είναι [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] .



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.50 Γωνίες εντός και εκτός και εναλλάξ των παράλληλων ευθειών.



Λύση:

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]




4.9 Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας

Θεωρούμε την οξεία γωνία του τριγώνου της Εικόνας 4.51. Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας αυτής είναι το ημίτονο, το συνιμήτονο, η εφαπτομένη και συνεφαπτομένη. Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί είναι καθαροί αριθμοί, δεν έχουν δηλαδή μονάδες μέτρησης (Trajan, L. 1952).



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.51 Οι πλευρές αναφορικά με τη γωνία Γ.




Οι τύποι των τριγωνομετρικών αυτών αριθμών εκφράζονται από τους ακόλουθους λόγους:



	Ημίτονο οξείας γωνίας ημΓ = απέναντι κάθετος / υποτείνουσα.

	Συνημίτονο οξείας γωνίας συνΓ = προσκείμενη κάθετος / υποτείνουσα.

	Εφαπτομένη οξείας γωνίας συνΓ = απέναντι κάθετος / προσκείμενη κάθετος.

	Συνεφαπτομένη οξείας γωνίας συνΓ = προσκείμενη κάθετος / απέναντι κάθετος.






4.10 Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας ω, με 0 ≤ ω ≤ 360o

Έστω ένα σύστημα συντεταγμένων Oxy στο επίπεδο, Ot μία ημιευθεία αυτού και[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]  η γωνία που παράγεται από τον ημιάξονα Ox αν περιστραφεί κατά τη θετική φορά γύρω από το Ο μέχρι να συμπέσει για πρώτη φορά με την ημιευθεία Ot (βλ. Εικόνα 4.52).


[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.52 Η γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]που παράγεται από τον ημιάξονα Ox και αν περιστραφεί κατά τη θετική φορά γύρω από το Ο. 



Ο θετικός ημιάξονας Οx καλείται αρχική πλευρά και η ημιευθεία Ot καλείται τελική πλευρά της γωνίας[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] θεωρούμε τυχαίο σημείο Κ(x, y) και φέρνουμε την κάθετη  ΚΚ1 στον άξονα  x'x (Πάμφιλος, Π. 2012). Αν η γωνία   [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]είναι οξεία τότε ισχύουν οι ισότητες που αναλύσαμε στην προηγούμενη παράγραφο δηλαδή:



	ημω = Κ1 Κ/OK


	συνω = OΚ1/OK


	εφω = Κ1 Κ/OK1


	σφω = OΚ1/Κ1 Κ




Όμως (ΟΚ1) = x, (Κ1 Κ) = y   και (ΟΚ) = √(x2 + y2 ), ρ>0.
 Επομένως οι παραπάνω ισότητες γράφονται:


	ημω =  y/ρ,  συνω = x/ρ , εφω = y/x    και  σφω =  x/y   όπου  ρ = √(x2 + y2 )  >0.



Επομένως, μπορούμε να γενικεύσουμε τα παραπάνω ορίζοντας τριγωνομετρικούς αριθμούς οποιασδήποτε γωνίας και έχουμε:


	ημω =  y/ρ ,   εφω  =  y/x    (εφόσον x ≠ 0),

	συνω =   x/ρ ,  σφω  =  x/y     (εφόσον y ≠ 0).



Όπου (x, y) οι συντεταγμένες οποιουδήποτε σημείου Κ (διαφορετικού της αρχής των αξόνων Ο) της τελικής πλευράς της γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και  ρ = √(x2 +  y2 )  > 0 η απόσταση του Κ από το Ο.


4.10.1 Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών μεγαλύτερων των 360ο και αρνητικών γωνιών.


Θεωρούμε ότι σε ένα σύστημα συντεταγμένων ο ημιάξονας Οx  (βλ. Εικόνα 4.53) περιστρέφεται γύρω από την αρχή των αξόνων Ο κατά τη θετική φορά. Αν κάνει μια πλήρη περιστροφή και περιστραφεί επιπλέον και κατά γωνία μέτρου  30o, τότε ο Οx έχει διαγράψει γωνία: 
ω = 360o + 30o  = 390o.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.53 Γωνία μέτρου  30o.



Με αντίστοιχο τρόπο ορίζονται και οι γωνίες που είναι μεγαλύτερες των 360o, δηλαδή γωνίες της μορφής: 
ω = ν ∙ 360o + μo , όπου  ν∈Ν και 0 ≤ μ < 360o. 



Αν τώρα ο ημιάξονας Ox, στρεφόμενος γύρω από το Ο κατά την αρνητική φορά, πραγματοποιήσει μια πλήρη περιστροφή και στη συνέχεια διαγράψει γωνία μέτρου  30o τότε λέμε ότι ο ημιάξονας Ox έχει διαγράψει αρνητική γωνία  360o + 30o = 390o ή αλλιώς γωνία (βλ. Eικόνα 4.54): 
ω = - (360o + 30o) = - 390o.



Mε ανάλογο τρόπο ορίζονται οι αρνητικές γωνίες δηλαδή οι γωνίες της μορφής : 
ω = - ( ν ∙ 360o + μo), όπου  ν∈Ν  και  0 ≤ μ < 360o.



[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.54 Αρνητική γωνία.




Οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών που είναι μεγαλύτερες από  360o, καθώς και των αρνητικών γωνιών, ορίζονται όπως και οι τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνιών από 0o  μέχρι 360o. Δηλαδή για κάθε γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.], θετική ή αρνητική, ορίζουμε:


	ημω =    y/ρ , εφω =   y/x      (αφού x ≠ 0)

	συνω =   x/ρ , σφω =   x/y      (αφού y ≠ 0)



όπου (x, y) οι συντεταγμένες οποιουδήποτε σημείου Κ (διαφορετικού της αρχής των αξόνων Ο) της τελικής πλευράς της γωνίας ω και ρ = √( x2 + y2) > 0 η απόσταση του Κ από το Ο. 

Ορίζουμε ακόμη μια γωνία  ω (θετική ή αρνητική) με αρχική πλευρά τον ημιάξονα  Ox. Αν ο ημιάξονας Ox, στρεφόμενος γύρω από το Ο κατά θετική φορά, συμπληρώσει ν πλήρεις  στροφές και στη συνέχεια διαγράψει τη γωνία ω, τότε θα έχει διαγράψει γωνία: 


ν ∙ 360o  + ω που έχει την ίδια τελική πλευρά με την  ω.
Αν όμως ο ημιάξονας Ox, στρεφόμενος γύρω από το Ο κατά αρνητική φορά, συμπληρώσει ν πλήρεις στροφές και στη συνέχεια διαγράψει τη γωνία ω, τότε θα έχει διαγράψει γωνία: 
- ν ∙ 360ο  +  ω, που θα έχει και αυτή την ίδια τελική πλευρά με την ω.

Οι παραπάνω γωνίες, που είναι της μορφής  κ ∙ 360o  +  ω, κ∈Ζ επειδή έχουν την ίδια τελική πλευρά θα έχουν και τους ίδιους τριγωνομετρικούς αριθμούς.

Επομένως για κάθε  κ∈Ζ  θα ισχύει: 

ημ (κ ∙ 360o + ω) = ημω, εφ (κ ∙ 360o + ω)  =  εφω  και  συν (κ ∙ 360o + ω) = συνω, σφ ( κ ∙  360o + ω) = σφω.


4.10.2 Ο τριγωνομετρικός κύκλος

Ο τριγωνομετρικός κύκλος (Εικόνα 4.55) αποτελεί τη βάση υπολογισμού των τριγωνομετρικών αριθμών. Πρόκειται για κύκλο με κέντρο την αρχή των αξόνων Ο (0, 0) ενός συστήματος συντεταγμένων και ακτίνα ρ = 1. 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.55 Τριγωνομετρικός κύκλος.




Σε ένα σημείο του τριγωνομετρικού κύκλου  Μ(α, β) και για την γωνία [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]





	Ημίτονο
	sin(ω)
	ημ(ω)
	 β/γ




	Συνημίτονο
	cos(ω)
	συν(ω)
	 α/γ 




	Εφαπτομένη
	tan(ω)
	εφ(ω)
	 β/α




	Συνεφαπτομένη
	cot(ω)
	σφ(ω)
	 α/β 






Πίνακας 4.1 Οι βασικοί τριγωνομετρικοί αριθμοί.
  


Στον Πίνακα 4.2 που ακολουθεί παρουσιάζονται οι τιμές των τριγωνομετρικών αριθμών των βασικών γωνιών του πρώτου τεταρτημόριου.





	Γωνία ω ακτίνια
	Γωνία ω μοίρες
	ημ (ω)
	συν(ω)





	0
	0
	0
	1




	 π/6
	30
	 1/2
	√ 3/2




	π/4
	45
	√2/2
	√2/2




	π/3
	60
	√3/2
	1/2




	π/2
	90
	1
	0






Πίνακας 4.2 Οι τιμές των βασικών τριγωνομετρικών αριθμών.
  

Γενικότερα, αν η τελική πλευρά μιας γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο Μ (x, y) , τότε ισχύει:


	συνω = x = τετμημένη του σημείου Μ

	ημω = y = τεταγμένη του σημείου Μ



Για το λόγο αυτό ο άξονας  x'x  λέγεται και άξονας των συνημιτόνων, ενώ ο άξονας  y'y λέγεται και άξονας των ημιτόνων (Πουλάκης, Δ. 2006).

Συνέπειες των παραπάνω συμπερασμάτων είναι:


	Οι τιμές του συνω και του ημω μιας γωνίας [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] δεν μπορούν να υπερβούν κατ' απόλυτη τιμή την ακτίνα του τριγωνομετρικού κύκλου, που είναι ίση με 1. Δηλαδή ισχύει:-1 ≤ συνω ≤ 1  και -1 ≤ ημω ≤ 1.


	Τα πρόσημα των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας  [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.], ανάλογα με το τεταρτημόριο στο οποίο βρίσκεται η τελική πλευρά της γωνίας αυτής, είναι όπως δείχνει ο Πίνακας 4.3.



	



	
	1o
	2o
	3o
	4o





	ημω
	+
	+
	-
	-




	συνω
	+
	+
	-
	-




	εφω
	+
	-
	+
	-




	σφω
	+
	-
	+
	-





Πίνακας 4.3  Τα πρόσημα των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας ω, σε αντιστοιχία με το τεταρτημόριο στο οποίο βρίσκεται.
  




Λυμένες ασκήσεις

	Στην σκεπή της Εικόνας 4.56 να βρείτε ποιο είναι το πλήθος των ευθυγράμμων τμημάτων, τις ορθές γωνίες και τις οξείες γωνίες.






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.56 Κατασκευή από ευθύγραμμα τμήματα.




Λύση:


Τα ευθύγραμμα τμήματα είναι: ΑΒ, ΑΓ, ΑΙ, ΒΛ, ΒΚ, ΓΔ, ΓΕ, ΓΗ, ΔΕ, ΔΖ, ΔΗ, ΕΖ, ΕΗ, ΖΘ, ΖΙ, ΗΘ, ΘΜ, ΙΛ, ΙΜ, ΚΜ, ΚΛ.
Άρα έχουμε 21 ευθύγραμμα τμήματα.
Οι ορθές γωνίες είναι:[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].
Οι οξείες γωνίες είναι πολλές ενδεικτικά κάποιες από αυτές είναι: [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]


	Στο τραπέζι της Εικόνας 4.57 να υπολογίσετε το μέτρο των γωνιών ΑΟΓ  και  ΑΟΒ αν γνωρίζετε ότι οι δύο γωνίες είναι ίσες.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.57 Υπολογισμός γωνιών σε κατασκευή τραπεζιού.



Λύση:


Εφόσον οι γωνίες είναι ίσες θα έχουν και το ίδιο μέτρο. Επιπρόσθετα παρατηρούμε από την Εικόνα 4.57 ότι πρέπει το άθροισμα των μέτρων των δύο αυτών γωνιών και του μέτρου της γωνίας α να είναι  360o.  Αν από τις συνολικές μοίρες αφαιρέσουμε το μέτρο της γωνίας α προκύπτει:
360o - 120o  = 240o.

Συνεπώς η κάθε μια από τις γωνίες έχει μέτρο  120o.



	Στο σχήμα της εικόνας 4.58 φαίνονται πέντε σημεία, τα  Α, Β, Γ, Δ  και  Ε. Να εντοπίσετε όλα τα ευθύγραμμα τμήματα, που έχουν άκρα τα σημεία αυτά. Πόσα διαφορετικά ευθύγραμμα τμήματα είναι;




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.58 Κατασκευή από ευθύγραμμα τμήματα.



Λύση:


Κάθε σημείο είναι άκρο ενός από τα τέσσερα ευθύγραμμα τμήματα, που το συνδέουν με τα υπόλοιπα τέσσερα σημεία. Επομένως:


	Το σημείο Α είναι άκρο των τμημάτων: ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, ΑΕ

	Το σημείο Β είναι άκρο των τμημάτων: ΒΑ, ΒΓ, ΒΔ, ΒΕ

	Το σημείο Γ είναι άκρο των τμημάτων: ΓΑ, ΓΒ, ΓΔ, ΓΕ

	Το σημείο Δ είναι άκρο των τμημάτων: ΔΑ, ΔΒ, ΔΓ, ΔΕ

	Το σημείο Ε είναι άκρο των τμημάτων: ΕΑ, ΕΒ, ΕΓ, ΕΔ



Στα παραπάνω, κάθε τμήμα εμφανίζεται δύο φορές π.χ. το ΑΒ και  ΒΑ, αφού το τμήμα έχει δύο άκρα. Έτσι, στο σχήμα, δεν είναι είκοσι (20) διαφορετικά τμήματα, αλλά δέκα (10) τα: 
ΑΒ, ΑΓ, ΑΔ, ΑΕ, ΒΓ, ΒΔ, ΒΕ, ΓΔ, ΓΕ, ΔΕ.



	Να υπολογιστούν οι γωνίες του σχήματος της Eικόνας 4.59, εάν είναι  50o .




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.59 Γωνίες που προκύπτουν από ευθείες που τέμνονται.



Λύση:

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]


	Δύο ευθείες xx' και yy' τέμνονται στο σημείο  Ο.  Αν η γωνία xoy =  38o (βλ. Εικόνα 4.60) να υπολογίσετε το μέτρο υπολοίπων γωνιών του σχήματος. Τι παρατηρείτε;





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.60 Οι ευθείες  ευθείες  xx΄  και  yy΄  τέμνονται στο σημείο  Ο.




Λύση:

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]



Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης



	Από τι εξαρτάται το μέγεθος μιας γωνίας; Να επιλεγεί η σωστή απάντηση.




	Από το "άνοιγμα" των πλευρών της. [image: Te]

	Από το μήκος των πλευρών.[image: Te]

	Και από τα δύο παραπάνω. [image: Te]






	



	Να χαρακτηριστούν ως σωστές ή λανθασμένες οι προτάσεις του Πίνακα 4.4.




	Από τρία μη συνευθειακά σημεία διέρχεται ένα μοναδικό επίπεδο, ενώ από δύο σημεία διέρχονται άπειρα επίπεδα.
	Σωστό
	Λάθος




	Παραπληρωματικές ονομάζονται δυο γωνίες όταν το άθροισμά τους σχηματίζει μια ευθεία γωνία.	
	Σωστό
	Λάθος




	Οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες.
	Σωστό
	Λάθος




	Δυο κάθετες ευθείες σχηματίζουν 4 ορθές γωνίες.	
	Σωστό
	Λάθος

	


	Η παραπληρωματική μιας αμβλείας γωνίας είναι οξεία γωνία.
	Σωστό
	Λάθος

	
































 Πίνακας 4.4  Πίνακας συμπλήρωσης σωστού ή λάθους.
				


	Να επιλεγεί η σωστή απάντηση στις προτάσεις που ακολουθούν.




	Αν οι πλευρές μιας γωνίας είναι ημιευθείες κάθετες μεταξύ τους, τότε η γωνία λέγεται:





	Οξεία [image: Te]


	Ορθή [image: Te]


	Αμβλεία [image: Te]














	Αν σε μια γωνία η τελική πλευρά της ταυτίζεται με την αρχική, αφού κάνει μια πλήρη στροφή, τότε η γωνία λέγεται:




	Μηδενική [image: Te]


	Ευθεία γωνία [image: Te]

	Πλήρης γωνία [image: Te]


















	Αν δύο γωνίες έχουν την κορυφή τους κοινή και τις πλευρές τους αντικείμενες ημιευθείες, τότε λέγονται:




	Κατακορυφήν [image: Te]


	Διαδοχικές [image: Te]

	Παραπληρωματικές [image: Te]
















Προβλήματα



	Να βρεθούν πόσα ευθύγραμμα τμήματα ορίζονται από τέσσερα σημεία  Α, Β, Γ, Δ τα οποία ανά τρία δεν βρίσκονται στην ίδια ευθεία.

	
	Κατά την κατασκευή ενός τραπεζιού προέκυψαν οι αναδιπλούμενες γωνίες της Eικόνας 4.61.  Να εντοπίσετε και να απαριθμήσετε τις εφεξής και τις διαδοχικές γωνίες.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.61 Αναδιπλούμενες γωνίες στην κατασκευή τραπεζιού.




		Τι ονομάζεται διχοτόμος γωνίας; Να σχεδιάσετε μια γωνία  xoy   και να κατασκευάσετε τη διχοτόμο της.

	Πόσα κοινά σημεία μπορούν να έχουν 2 ευθείες του ίδιου επιπέδου; Πώς λέγονται οι ευθείες σε κάθε περίπτωση;

	Να υπολογίσετε τις γωνίες του παρακάτω σχήματος  (βλ. Εικόνα 4.62):




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.62 Γωνίες σε σύστημα συντεταγμένων.




	Εάν γνωρίζουμε ότι η μία γωνία από τις τέσσερις, που σχηματίζουν δύο τεμνόμενες ευθείες είναι  57o να υπολογιστούν τις υπόλοιπες γωνίες.




	Να σχεδιαστεί τρίγωνο ΑΒΔ  και το συμμετρικό  Γ  της κορυφής του  Α  ως προς το μέσον  Ο  της πλευράς  ΒΔ. Πώς μπορεί να χαρακτηριστεί το τετράπλευρο  ΑΒΓΔ;



	Το σχήμα της Εικόνας 4.63 είναι ε1 // ε2 και ε3//ε4. Να υπολογιστούν οι γωνίες [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.] και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.63 Παράλληλες και τεμνόμενες ευθείες.



	Στο σχέδιο του γραφείου της Εικόνας 4.64 να χαρακτηριστούν η σχέση των ευθειών  ε1,  ε2,  ε3,  ε4 και ε καθώς και η σχέση των γωνιών [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]
και [image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.].




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.64 Σχέδιο γραφείου.



	Να σχεδιαστούν οι μεσοκάθετοι τριών χορδών ενός κύκλου και να εξεταστεί αν υπάρχει σημείο στο σχήμα που θα έχει προκύψει από το οποίο να διέρχονται και οι τρεις μεσοκάθετοι.

	Να υπολογιστούν οι τριγωνομετρικοί αριθμοί της γωνίας  1125o.

	Να αιτιολογηθεί η συμμετρία του τραπεζιού της Εικόνας 4.65.






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 4.65 Συμμετρικό τραπέζι.
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